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Předkládaná bakalářská práce se zabývá problémem určení exponentu singularity, pomocí 
kterého je možné úplně popsat rozložení napětí v okolí bimateriálového vrubu. Práce je 
rozdělena do čtyř částí. První část pojednává o základech lomové mechaniky, konkrétně 
lineárně elastické lomové mechaniky trhliny a Irwinovy koncepce faktoru intenzity napětí. 
Druhá část se zabývá zobecněním lineární lomové mechaniky na vruby. Ve třetí části je 
uveden numericko-analytický algoritmus pro výpočet exponentu singularity a určení posuvů a 
napětí daného vrubu složeného z dvou ortotropních materiálů. Poslední část tvoří numerický 




Presented bachelor’s thesis deals with determination of stress singularity exponent, by which 
is possible to completely define the stress distribution around the bimaterial notch tip. This 
task is divided in four parts. The first part concerns with basics of fracture mechanics, 
concretely linear elastic fracture mechanics of crack and Irwin’s conception of stress intensity 
factor. The second part deals with generalizing of linear fracture mechanics to notches. In the 
third part is initiated the numeric-analytical algorithm for computation of stress singularity 
exponent and determination of strains and stresses of given notch, which is compounded from 
two orthotropic materials. The last part is created by numerical example, in which the 
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Fracture mechanics, bimaterial notch, orthotropic material, stress singularity exponent, 
general singular stress concentrator. 
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Obr. 1: Loď třídy Liberty poškozená křehkým 
lomem. 
Obr. 2: Trhlina iniciovaná v rohu okna z díry 
pro nýty (označeny šipkami) po 5951 
cyklech (zdroj:Oficiální vyš. zpráva).
  
1. Úvod 
Vrub je nedílnou součástí většiny moderních inženýrských konstrukcí. Z napěťového 
hlediska však představuje tvarovou změnu, která způsobuje koncentraci napětí. S tím je spo-
jeno nebezpečí vzniku trhlin v kořeni vrubu, jejich šíření a následný lom celého tělesa. Aby-
chom byli schopni kvantifikovat napětí a určit podmínky vzniku trhlin ve vrubech, muselo 
dojít ke vzniku nové vědecké disciplíny – lomové mechaniky. Ta popisuje pomoci jednoho 
nebo více parametrů napětí před čelem trhliny, zabývá se její nukleací, iniciací a šířením.  
V historii známe několik událostí, které motivovaly vznik teorie lomové mechaniky. 
Prvním, kdo se zabýval kvantitativním popisem šíření trhlin, byl A. A. Griffith, který je pova-
žován za zakladatele lomové mechaniky. Ve své práci z roku 1920 popsal šíření trhliny po-
mocí energetických principů, tj. trhlina se bude šířit nestabilně, jakmile změna deformační 
energie překročí kritickou mez – povrchovou energii materiálu. Upozornil tím na nebezpečí 
trhlin jakožto koncentrátorů napětí. Proto v té době byla snaha konstruktérů o jejich odstra-
nění leštěním povrchu kovů. Na základě těchto poznatků vznikl například letoun Boeing 247. 
Griffith si za model ideálně křehkého materiálu zvolil sklo, proto jeho teorie byla problema-
ticky aplikovatelná na kovové materiály vykazující plastické chování. 
Zásadní zlom v postoji konstruktérů k problému šíření trhlin způsobil fenomén druhé 
světové války, lodě třídy Liberty. Tato plavidla byla vyvinuta pro transport zásob pro podporu 
Anglie přes Atlantský oceán. Místo klasické metody spojovaní nýty bylo zvoleno svařování, 
tehdy neodzkoušená metoda. Byla ovšem velice efektivní a umožňovala rychlou výrobu vel-
kého množství lodí. V průběhu provozu těchto lodí se u téměř 1500 případů vyskytl případ 
poškození křehkým lomem, 12 plavidel se dokonce bez jakéhokoliv varování rozlomilo 
v polovině, jak je vidět na Obr. 1. Američanka Constance Tipper objevila, že trhliny nebyly 
způsobeny svařováním, ale použitou ocelí, která se vyznačovala tzv. tranzitním chováním. 
Studené vody oceánu způsobily, že houževnaté chování oceli přešlo na křehké a trhlina tak 
měla snazší podmínky k iniciaci a šíření. Svary, na rozdíl od děr pro nýty, umožnily hladký 
průchod trhliny, jež pak byla schopna urazit větší vzdálenosti a způsobit destruktivní lom.  
Na konci čtyřicátých let a v průběhu let padesátých se stala kvůli novým materiálům a 
technologiím Griffithova teorie obtížně použitelná. Tyto nedostatky vyřešil roku 1957 
G. R. Irwin, který přechází z globálního na lokální popis napjatosti v součásti. Definuje ma-
tematický vztah, kterým je popsáno rozložení napětí v okolí čela trhliny, a uvažuje plastické 
vlastnosti materiálu. Zavádí novou materiálovou charakteristiku – faktor intenzity napětí, jenž  





Obr. 3: Boeing 737-297 s odlomenou horní částí trupu. Trhlina se iniciovala vedle dveří za 
kabinou letounu. 
 
je nutnou podmínkou pro výpočet složek napětí v okolí trhliny. Do svých výpočtů zahrnuje 
veličiny zavedené Griffithem.  
Lomová mechanika hraje důležitou roli v letectví, neboť tam jsou kladeny největší ná-
roky na pevnostní vlastnosti konstrukce umocněné požadavkem minimální hmotnosti. Ani v 
době Irwinovy éry tomu nebylo jinak, o čemž svědčí havárie letadel Comet britské firmy de 
Havilland, jež se staly dalším mezníkem ve vývoji lomové mechaniky. Nehody byly způso-
beny trhlinou, která vznikla v rohu oken (Obr. 2) vlivem cyklického namáhání přetlakové ka-
biny. Trhliny vznikali také v dírách pro nýty, kterými se upevňovalo plátování k draku. Tyto 
prvky působily jako koncentrátory napětí. Tehdejší znalosti neumožňovali výpočet kritické 
délky trhliny při cyklickém namáhání, pro překročení této hodnoty způsobilo její nestabilní 
šíření a tedy i rozlomení letounu. 
Podobné havárie se objevily v budoucnu ještě několikrát. Na jejich základě byly rozší-
řeny poznatky o konstrukci letadel a zavedení důkladných inspekčních kontrol komponent 
letounu. Například nenavrhovat hranatá okna a obecně tvary s malým poloměrem zaoblení, 
které působí jako koncentrátory napětí. Dále nedělat díry, když to není bezpodmínečně nutné. 
U moderních letadel se místo nýtů používají lepené spoje. Pro posouzení nebezpečných míst 
se aplikuje moderní metoda konečných prvků. Je jasné, že trhlinám se nelze vyhnout, ovšem 
drak letadla je možné z hlediska lomu vypočítat tak, že trhlina se iniciuje v méně nebezpeč-
ném směru a navíc je objevena při kontrole ještě dřív, než dosáhne své kritické délky.  
Další nebezpečí vyvstalo v podobě únavového namáhání. Lom nemusí nastat jen při 
překročení kritického lomového napětí, ale i při cyklickém zatěžování napětím menším. Ob-
jevuje se nový problém, kterým se v padesátých letech dvacátého století zabývali inženýři 
L. F. Coffin a S. S. Manson. Definovali podmínky růstu trhliny při uvažování plastické defor-
mace na jejím čele. Cyklické zatěžování může být realizováno například kompresí a dekom-
presí kabiny letadla. Ta musí být při letu natlakovaná, protože v letových hladinách je tlak 
nižší než na zemi. Vlivem únavového porušení se stala v květnu 1988 nehoda Letu 243 Aloha 
Airlines do Honolulu. Při vyšetřování bylo zjištěno, že trhlina se iniciovala napravo od před-
ních dveří. Při kompresi vnitřního prostoru dosáhla své kritické délky a způsobila odlomení 
jedné třetiny střechy, viz Obr. 3. Naštěstí piloti byli schopni přistát, protože k nehodě došlo 
v poměrně malé výšce. Zjistili také, že trhlina byla vystavena korozi. Havajská letecká spo-
lečnost provedla rozsáhlé vyšetřování a zjistila, že na vině byl lidský faktor; došlo 
k zanedbání analýz trhlin. Nastal vývoj nových postupů, aby k podobným katastrofám nedo-
cházelo. 
V současné době se klade důraz mimo mechanických vlastností a hmotnosti také na 
cenu materiálů. Nové materiály, jako jsou plasty a především kompozitní materiály, nacházejí 
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Obr. 4: Módy zatěžování trhliny. a) Rozevírání. b) Smyk. c) Střih. 
 
uplatnění v různých oblastech, jako je letecký a automobilní průmysl nebo medicína. S tím 
přicházejí i nové problémy. Dokážou snést větší zatížení, ovšem jejich chování se odlišuje od 
chování kovů, a proto je nutné vytvořit nové aplikovatelné modely lomové mechaniky. Nej-
jednodušším modelem kompozitního materiálu je model dvou ideálně spojených materiálů – 
bimateriál, který obsahuje koncentrátor typu vrub. Předkládaná práce se zabývá určením tzv. 
exponentu singularity napětí δ dosahujícího kritických hodnot ve vrcholu vrubu a jemu odpo-
vídajících funkcí tvořících bázi tzv. Williamsova rozvoje [3, 1]. Tyto členy vystupují ve 
vztahu pro popis rozložení napětí v okolí bimateriálového vrubu.  
 
 
2. Základní pojmy lomové mechaniky 
2.1. Lineárně elastická lomová mechanika trhliny 
Teorie lomové mechaniky je založena na posuzování napjatosti a mezního stavu stabi-
lity trhliny. Abychom mohli popsat rozložení napětí v okolí bimateriálového vrubu, je nutné 
vycházet z pojmů, které popisují vlastnosti trhliny, protože mechanismus lomu se realizuje 
vždy nestabilním šířením trhliny. Vztahy odvozené pro trhlinu lze pak pro vrub zobecnit. 
Lineárně elastická lomová mechanika (LELM) je použitelná, předpokládáme-li mezi 
napětím a deformací lineární závislost, tj. platí Hookeův zákon. Setkáváme se v ní s dvěma 
přístupy posouzení trhliny. Prvním je Griffithův princip energetické bilance, druhým je Irwi-
nův přístup intenzity napětí (K-koncepce) [11], jež právě poskytuje základ pro zobecnění na 
koncentrátory napětí typu vrub. 
 
2.2. Módy zatěžování 
Existují tři módy [3], jimiž může být trhlina namáhána. Tyto módy byly zavedeny Irwi-
nem (1960) a hrají důležitou roli v analýze trhlin a lomů. 
 
 Mód I se označuje jako rozevírací, dochází k rozevíraní trhliny (z anglického 
,,opening mode“). Napětí působí kolmo na rovinu trhliny (Obr. 4a). 
 
 Mód II způsobuje smyková napětí, která jsou rovnoběžná s rovinou trhliny a kolmá na 
její čelo. Nazýváme ho smyk (v angličtině ,, in-plane shearing“) (Obr. 4b). 
 
 Mód III vyvolává smyková napětí rovnoběžná jak s rovinou, tak s čelem trhliny. 
Z hlediska mechanismu je označován jako střih (v anglické literatuře ,,anti-plane 
shearing“) (Obr. 4c). 





Obr. 5: Souřadnicový systém s počátkem v kořeni trhliny. Poloha elementu je určena polár-
ními souřadnicemi (r, θ). 
 
2.3. Napjatost v okolí trhliny 
Reálná trhlina může být namáhána kombinací libovolných módů. Výslednou napjatost a 
deformaci pak dostaneme superpozicí jednotlivých složek napětí  
 




𝑓𝑖𝑗𝑘 (𝜃), (1) 
kde Kk značí faktor intenzity napětí (k = I, II, III určuje mód namáhání) a fijk je bezrozměrná 
funkce závisející pouze na úhlu θ (Obr. 5). Vztah (1) popisuje rozložení napjatosti v okolí 
trhliny v homogenním materiálu [8]. Budeme-li uvažovat pouze zatěžování módem I, jenž je 
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kde KI je faktor intenzity napětí při módu zatěžování I [3]. Rovnice (1) je výsledkem Irwinovy 




 , který pro r → 0 roste nade všechny meze a určuje oblast dominantní 
singularity v okolí trhliny způsobující v něm velkou koncentraci napětí. 
 
2.4. Plastická zóna 
Reálné materiály vykazující plastické chování (kovy, plasty atd.) nejsou schopné se 
elasticky deformovat napětími, která predikuje LELM v oblasti singularity. Navíc poloměr 
zaoblení kořene trhliny je konečné číslo, tak i napětí musí být konečná. Proto po překročení 
meze kluzu se začne materiál nepružně deformovat a dochází k relaxaci napětí. Oblast, kde 
dochází k plastické deformaci, se nazývá plastická zóna. Čím je zóna větší, tím nepřesnější je  





Obr. 6: Plastická zóna o velikosti rp před čelem trhliny. Oblast o poloměru ry přestavuje hra-
nici mezi elastickou a plastickou deformací tělesa s ideálním elastickým chováním. 
 
výpočet napětí. Aby byla LELM dostatečně aplikovatelná, musí být, po zavedení drobných 
korekcí, velikost plastického přetvoření v okolí kořene malého rozsahu [1]. Například [8] 
uvádí, že plastická zóna nesmí přesáhnout 2% tloušťky tělesa.   
 
Průsečík závislosti (1) a přímky konstantní meze kluzu σYS určuje poloměr hranice mezi 
elastickým a plastickým chováním ry. Toto určení plastické oblasti vycházející z elastického 
řešení není přesné. Nerespektuje totiž elasticko-plastické chování materiálů. Vyšrafovaná ob-
last v Obr. 6 odpovídá elastické energii, která se musí přerozdělit pro vznik plastické defor-
mace. Aby mohla být tato energie absorbována, musí se plastická zóna zvětšit na hodnotu rp, 
která se nazývá poloměr plastické zóny. Pro rozsáhlou plastickou oblast se chování materiálu 




3. Zobecnění na problém singularity typu vrub 
3.1. Obecný singulární koncentrátor napětí 
Obecný singulární koncentrátor napětí je prvek tělesa, který způsobuje koncentraci na-
pětí. Můžeme si ho představit jako obecný vrub z jednoho nebo více materiálů, tvarové 
změny, díry atd. Speciálním případem je bimateriálový vrub, jehož existence je spojena 
s geometrickými a materiálovými nespojitostmi. Obecná konfigurace takového vrubu je na 
Obr. 7. Jeho geometrie je dána úhly ω1, ω2 a materiálové charakteristiky odpovídající materi-
álu 1 a 2 jsou určeny Youngovými moduly E1, E2 a Poissonovými konstantami ν1, ν2 [6]. 
Materiál, jehož vlastnosti jsou v různých směrech různé, nazýváme anizotropní a je po-
psán 21 nezávislými elastickými koeficienty. Je-li těleso elasticky symetrické vzhledem 
k určitým rovinám nebo směrům, počet elastických konstant se redukuje. Pro případ symetrie 
na sebe kolmých os x, y, příp. z, hovoříme o ortotropním materiálu, jenž je popsán po-
mocí 9 nezávislých elastických konstant. V případě izotropního materiálu, který má ve všech 
směrech stejné vlastnosti, klesá počet nezávislých elastických konstant na 2 – Poissonovu 
konstantu ν a Youngův modul pružnosti E [2]. Předkládaná práce se zabývá ortotropními 
materiály. Tvary matic elastických konstant jsou k nalezení v dodatku. Modul pružnosti ve 
smyku G je závislá elastická konstanta, kterou lze vypočítat z E a ν [8]. 





Obr. 7: Bimateriálový vrub charakterizovaný úhly ω1 a ω2, materiály 1 a 2 a polárním sou-
řadnicovým systémem s počátkem v kořeni vrubu. 
 
3.2. Rozdělení napětí v okolí obecného singulárního koncentrátoru napětí  
Rozložení napětí v okolí obecného singulárního koncentrátoru napětí se liší od napěťo-
vého pole trhliny v homogenním materiálu. Z hlediska singularity je napětí v jeho okolí 
obecně vyjádřeno vztahem 
 







kde n je počet odpovídajících singulárních členů. Hk představuje zobecněný faktor intenzity 
napětí. Indexy (i, j) značí polární souřadnice (r, θ) s počátkem v kořeni koncentrátoru, funkce 
Fijk je výsledkem limitního analytického řešení problému a závisí na úhlu θ, geometrii kon-
centrátoru a použitém materiálu. Hodnota δ se nazývá exponent singularity napětí a je závislá 
na konkrétních okrajových podmínkách a konfiguraci koncentrátoru (geometrie, materiál, 
úhel θ) [7]. 
Exponent singularity napětí zobecňuje první člen Irwinova vztahu (1) pro napjatost 
v okolí čela trhliny a říká tedy, že trhlina v homogenním materiálu je speciální případ obec-
ného singulárního koncentrátoru napětí s exponentem singularity δ = 1/2 a faktorem intenzity 
napětí Ki, kde i = I, II, III odpovídá módu zatěžování. Obecně pak pro vruby δ nabývá hodnot 
z intervalu (0; 1). 
 
3.3. Aplikace na bimateriálový vrub 
Z předchozího výkladu vyplývá, že bimateriálový vrub složený z dvou ortotropních 
materiálů považujeme za speciální případ obecného singulárního koncentrátoru napětí, a lze 
ho tedy modelovat pomocí zmíněných matematických vztahů. Ideální bimateriáový vrub má 
ostrý kořen (poloměr zaoblení se blíží nule), mezi oběma materiály, které ho tvoří, je skoková 
změna materiálových vlastností a na jejich rozhraní je ideální adheze. Geometrie vrubu je na 
Obr. 7.  
Pro vrub je počet singulárních členů v rovnici (3) roven n = 2, přičemž každý z nich 
představuje kombinovaný mód namáhání. Zobecněné faktory intenzity proto značíme H1 a H2  
 





Obr. 8: Skoková změna exponentu singularity při iniciaci trhliny v kořeni vrubu. Vlevo je vrub 
s exponentem singularity různým od 1/2. Vpravo se z kořene vrubu začala šířit 
trhlina, tudíž exponent singularity δ = 1/2 a podmínky stability jsou dány vztahy 
odvozenými pro trhlinu. 
 
a odpovídají danému exponentu singularity. Exponent singularity nabývá komplexních hod-
not, přičemž pro jeho reálnou hodnotu platí [9]: 
 δ > 0 (deformační energie je kladná) 
 δ < 1 (napětí má singulární charakter). 
Shrneme-li obě podmínky dohromady, reálná část exponentu singularity musí splňovat in-
kluzi Re(δ) ∈ (0; 1). 
 
3.4. Iniciace trhliny 
Irwinova koncepce lineárně elastické lomové mechaniky říká, že trhlina v homogenním 
materiálu se nezačne nestabilně šířit, pokud hodnota faktoru intenzity napětí KI (uvažujeme 
namáhání módem I) nepřesáhne hodnotu lomové houževnatosti KIC. Mezní stav šíření trhliny 
také může nastat při únavovém zatěžování za podmínky KI < KIC. Podmínky stability pak cha-
rakterizuje rozkmit faktoru intenzity napětí ΔK a trhlina se šíří, pokud je jeho hodnota větší 
než prahová hodnota rozkmitu faktoru intenzity napětí ΔKth. 
 
 
Uvažujme, že na trhlinu působí aplikované napětí σappl. Podmínky, za kterých se trhlina 
nebude šířit, jsou vyjádřeny ve tvaru 
 𝐾𝐼(𝜍𝑎𝑝𝑝𝑙 ) < 𝐾𝐼𝑐𝑟𝑖𝑡  𝑀 , (4) 
kde KIcrit kritická materiálová charakteristika závisející na mechanismu šíření trhliny (např. 
lomová houževnatost KIC u křehkého mechanismu lomu nebo ΔKth u únavového porušení). 
Známe-li tuto kritickou hodnotu, můžeme odhadnout kritické aplikované napětí σcrit a pod-
mínka, kdy se trhlina nebude šířit, získá tvar 
 𝜍𝑎𝑝𝑝𝑙 < 𝜍𝑐𝑟𝑖𝑡  . (5) 
Podobně lze stejným způsobem odvodit podmínky stability bimateriálového vrubu. 
Místo, kde se bude iniciovat trhlina, je okolí kořene koncentrátoru (Obr. 8), neboť podle ana-
lytických vztahů [11] pro poloměr zaoblení r → 0 se napětí blíží nekonečnu. Reálně to ovšem 
není možné, protože v okolí kořene existuje plastická oblast, kde dochází k relaxaci napětí. 
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Kritické lomové napětí pak závisí na okrajových podmínkách, na typu zatěžování (únava, 
creep atd.), konfiguraci a materiálu vrubu. Při určování kritického aplikovaného napětí σcrit 
předpokládáme, že mechanismus šíření trhliny materiálem z kořene vrubu je stejný jako me-
chanismus šíření trhliny v homogenním materiálu a je dán odpovídajícím parametrem KIcrit 
(M), to znamená 
 𝜍𝑐𝑟𝑖𝑡 = 𝜍𝑐𝑟𝑖𝑡  𝐾𝐼𝑐𝑟𝑖𝑡  𝑀   . (6) 
Tak jako bylo možné u trhliny stanovit stabilitu pomocí kritické hodnoty faktoru intenzity 
napětí, pro danou geometrii a materiálové kombinace lze kritické napětí bimateriálového 
vrubu vyjádřit jako funkci zobecněného faktoru intenzity napětí Hkcrit (M). Podmínka stability 
je dána nerovností 
 𝐻𝑘(𝜍𝑎𝑝𝑝𝑙 ) < 𝐻𝑘𝑐𝑟𝑖𝑡  𝑀 , (7) 
kde Hkcrit (M) je kritická hodnota zobecněného faktoru intenzity napětí. Hodnoty zobecněného 
faktoru intenzity napětí Hk můžou být numericky odhadnuty jako funkce aplikovaného napětí 
σappl, tzn. 𝐻𝑘 = 𝐻𝑘 𝜍𝑎𝑝𝑝𝑙  . Podmínka stability pak má tvar daný vztahem (5) [7]. Je tedy 
zřejmé, že mezi KIcrit (M) a Hkcrit (M) je určitý vztah, jenž říká, že mezní stav šíření trhliny je u 
trhliny a vrubu řízen stejnou proměnnou.  
 
 
4. Numericko-analytický algoritmus pro určení exponentu 
singularity 
4.1. Napětí a posuvy v okolí koncentrátoru typu vrub 
V druhé polovině minulého století byla formulována teorie rovinné anizotropní pruž-
nosti, která byla vystavěna na vlastnostech funkcí komplexní proměnné, viz např. [10]. Tato 
teorie je nazvána podle jmen autorů jako tzv. Lechnicky-Eshelby-Strohův formalismus (LES 
formalismus). Existují dva důvody využití charakteristických vlastností funkcí komplexní 
proměnné. Prvním je, že diferencovanost v oboru komplexních čísel je ekvivalentem harmo-
ničnosti, tzn., jestliže má funkce v komplexním oboru derivaci (teorie komplexních čísel ta-
kové funkce označuje analytické), splňuje automaticky tzv. biharmonickou rovnici a tudíž 
může být použita jako Airyho funkce napětí. Druhým důvodem použití komplexního oboru je 
zjednodušení popisu elastických vlastností materiálu, které jsou v LES formalismu popsány 
pouze třemi konstantami, tzv. charakteristickými (vlastními) čísly daného materiálu.  Jejich 
počet lze dále redukovat zvyšováním počtu rovin symetrie daného materiálu, kdy v případě 
ortotropního materiálu se počet jeho vlastních čísel redukuje na dvě a jejich absolutní hodnoty 






4 𝑛 + 𝑚 ,  𝜇2 = 𝜆
−
1
4 𝑛 − 𝑚    pro 1 < 𝜌 < ∞, (8) 
 
 
𝜇1 = 𝜇2 = 𝜆
−
1
4 𝑛2 + 𝑚2   pro − 1 < 𝜌 < 1, (9) 
 
 
𝜇1 = 𝜇2 = 𝜆
−
1
4   pro 𝜌 = 1, (10) 
 
kde 










,  𝑛 =  
1 + 𝜌
2
,  𝑚 =   
1 − 𝜌
2
  (11) 
 
a s11, s12, s22 a s66 jsou prvky matice poddajnosti. V dalším textu budeme uvažovat pouze pří-
pad materiálu (8) a (10), tj. když 1 ≤ ρ < ∞. Pro posuvy ux, uy a složky tenzoru napětí σxx, σyy 
a σxy platí následující vztahy 
 
 𝑢𝑥 𝑥,𝑦 = −2 𝑠11𝜇1
2 − 𝑠12 𝑓11 𝑥, 𝜇1𝑦 − 2 𝑠11𝜇2
2 − 𝑠12 𝑓21 𝑥, 𝜇2𝑦 ,    
 𝑢𝑦 𝑥,𝑦 = −2  𝑠12𝜇1 −
𝑠22
𝜇1
 𝑓12 𝑥, 𝜇1𝑦 − 2  𝑠12𝜇2 −
𝑠22
𝜇2
 𝑓22 𝑥, 𝜇2𝑦 , 








 𝑥, 𝜇2𝑦 ,                                       
𝜍𝑦𝑦  𝑥,𝑦 = 2
𝜕𝑓11
𝜕𝑥
 𝑥, 𝜇1𝑦 + 2
𝜕𝑓21
𝜕𝑥
 𝑥, 𝜇2𝑦 ,                                                    
𝜍𝑥𝑦  𝑥,𝑦 = 𝜍𝑦𝑥  𝑥,𝑦 = 2𝜇1
𝜕𝑓12
𝜕𝑥
 𝑥, 𝜇1𝑦 + 2𝜇2
𝜕𝑓22
𝜕𝑥
 𝑥, 𝜇2𝑦 ,                   
(12) 
 
kde μ1 a μ2 jsou výše definované absolutní hodnoty charakteristických čísel materiálu. Funkce 
f11 (x, y), f12 (x, y), f21 (x, y) a f22 (x, y) jsou v podstatě libovolné a určují se na základě okra-
jových podmínek, přičemž musí splňovat Cauchy-Riemanovy rovnice 
 


























Místo vztahů v (12) pro napětí je výhodnější pracovat s vektorem funkce napětí ϕ = (x ,y), 
jehož souřadnice jsou vyjádřeny rovnicemi 
 
 𝜑𝑥 𝑥,𝑦 = 2𝜇1𝑓12 𝑥, 𝜇1𝑦 + 2𝜇2𝑓22 𝑥, 𝜇2𝑦 , 
𝜑𝑦 𝑥,𝑦 = 2𝑓11 𝑥, 𝜇1𝑦 + 2𝑓21 𝑥, 𝜇2𝑦 .          
(14) 
 
Derivováním těchto souřadnic lze pak napětí vyjádřit pomocí vztahů 
 
 




𝜍𝑦𝑦  𝑥,𝑦 =
𝜕𝜑𝑦 𝑥,𝑦 
𝜕𝑥
,      
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Kromě složek tenzoru napětí lze pomocí funkce napětí (14) lze vyjádřit vektor výsledné síly 
T = (Tx, Ty) působící podél určité křivky. Například pro složky vektoru výsledné síly podél 
polopřímky vycházející z počátku souřadnicového systému a procházející bodem [x, y], za 
předpokladu x (x, y) = y (x, y) = 0 pro [x, y] → ∞, platí 
 
𝑇𝑥 = 𝜑𝑥 𝑥,𝑦 | 𝑥 ,𝑦 →∞ − 𝜑𝑥 𝑥,𝑦 = −𝜑𝑥 𝑥,𝑦 = −2𝜇1𝑓12 𝑥, 𝜇1𝑦 − 2𝜇2𝑓22 𝑥, 𝜇2𝑦 , 
𝑇𝑦 = 𝜑𝑦 𝑥,𝑦 | 𝑥 ,𝑦 →∞ − 𝜑𝑦 𝑥,𝑦 = −𝜑𝑦 𝑥, 𝑦 = −2𝑓11 𝑥, 𝜇1𝑦 − 2𝑓21 𝑥, 𝜇2𝑦 .         
(16) 
 
Jak již bylo v předchozím textu uvedeno, k popisu posuvů a napětí v okolí koncentrá-
toru typu vrub je vhodné zavést polární souřadnice, jejichž transformační vztahy 
z kartézských souřadnic jsou 
 
 𝑥 = 𝑟 cos 𝜃, 
𝑦 = 𝑟 sin𝜃, 
(17) 
 
kde r je radiusvektor a θ je úhel, který svírá s kladnou osou x. Napětí se pak vyjádří ve slož-


























sin𝜃 =           









cos 𝜃 . 
(18) 
 
4.2. Určení komplexních potenciálů f 
Pro případ vrubu se funkce f11 (x, y), f12 (x, y), f21 (x, y) a f22 (x, y) hledají ve tvaru 
 
 𝑓11 𝑥, 𝜇1𝑦 = 𝐻𝑟
𝛿𝑅1
𝛿 𝑣11cos 𝛿𝛹1 − 𝑣12sin 𝛿𝛹1  , 
𝑓12 𝑥, 𝜇1𝑦 = 𝐻𝑟
𝛿𝑅1
𝛿 𝑣11sin 𝛿𝛹1 + 𝑣12cos 𝛿𝛹1  , 
𝑓21 𝑥, 𝜇2𝑦 = 𝐻𝑟
𝛿𝑅2
𝛿 𝑣21cos 𝛿𝛹2 − 𝑣22sin 𝛿𝛹2  , 
𝑓22 𝑥, 𝜇2𝑦 = 𝐻𝑟
𝛿𝑅2
𝛿 𝑣21sin 𝛿𝛹2 + 𝑣22cos 𝛿𝛹2  , 
(19) 
 
kde H je zobecněný faktor intenzity napětí a δ je exponent singularity, přičemž bereme 
v úvahu pouze jeho reálnou hodnotu. Veličiny v1 = (v11, v12) a v2 = (v21, v22) jsou tzv. vlastní 
vektory odpovídající danému exponentu singularity δ. Pro parametry Ri a Ψi, kde i = 1, 2, 
platí 




Obr. 9: Konfigurace bimateriálového vrubu pro výpočet exponentu singularity a kartézských 
a polárních souřadnicích. Úhel ω1 = 90° a ω2 = 180°, římská čísla I, II značí oblasti 
skokových změn materiálových charakteristik. 
 
 𝑅𝑖
2 =  cos𝜃 2 +  𝜇𝑖sin𝜃 








  0                                                       pro 𝜃 = 0,            
arccotg cos𝜃/ 𝜇𝑖sin𝜃              pro 𝜃 ∈  0,𝜋 ,    
arccotg cos𝜃/ 𝜇𝑖sin𝜃  − 𝜋    pro 𝜃 ∈  −𝜋, 0 ,
−𝜋                                                    pro 𝜃 = −𝜋.       
 
   (𝑖 = 1, 2) (21) 
 
4.3. Okrajové podmínky a výpočet exponentu singularity 
Uvažujme konfiguraci vrubu podle Obr. 9. Potom můžeme předepsat okrajové podmínky a 
podmínky spojitosti napětí a posuvů následovně: 
 
                    𝐓𝐼 = 0       pro 𝜃 = −𝜋/2, 
𝐓𝐼 − 𝐓𝐼𝐼 = 0       pro 𝜃 = 0, 
𝐮𝐼 − 𝐮𝐼𝐼 = 0       pro 𝜃 = 0, 
          𝐓𝐼𝐼 = 0       pro 𝜃 = 𝜋, 
(22) 
 
kde indexy I, II značí jednotlivé oblasti materiálů (viz Obr. 9). Okrajové podmínky (22) před-





funkcí (19) definovaných na oblastech I, II. Tuto soustavu můžeme zapsat symbolicky pomocí 
maticového zápisu jako 
 
 𝐀 𝛿 𝐯 = 𝟎, (23) 
 
kde A je matice soustavy, jejíž prvky jsou funkcí exponentu singularity δ, a 




𝐼𝐼 𝑇. Aby soustava (23) měla nenulové řešení, musí platit 
 
 det 𝐀 𝛿  = 0. (24) 
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Řešením rovnice (24) je je neznámý exponent singularity δ, jenž můžeme chápat jako vlastní 
číslo matice A, tudíž je rovnice (24) charakteristická dané konfigurace bimateriálového roz-




𝐼𝐼 jsou vlastní vektory odpovídající exponentu δ, které se dosta-
nou ze soustavy rovnic (23) po zpětném dosazení exponentu singularity do matice A. 
 
 
5. Numerický příklad 
Tato část pojednává o praktické aplikaci numericko-analytického algoritmu na danou 
konfiguraci bimateriálového vrubu složeného ze dvou ortotropních materiálů. K výpočtu ex-
ponentu singularity δ byl využit software Maple 12 a program vyvinutý na Ústavu mechaniky 
těles, mechatroniky a biomechaniky. 
 
5.1. Popis funkce programu 
Na začátku výpočtu je nutné zadat materiálové a geometrické charakteristiky vrubu, tj. 
 moduly pružnosti v tahu EL, ET, moduly pružnosti ve smyku GL, GT a Poissonovy 
konstanty νL, νT 
 úhly ω1 a ω2 definující geometrii vrubu, 
kde indexy L, T označují kartézský souřadnicový systém a indexy 1, 2 odpovídají jednotlivým 
materiálům. Uvažujme geometrii vrubu podle Obr. 9. Souřadnicovému sytému (L, T) potom 
odpovídá systém (x, y) a pro materiálové charakteristiky platí 
 
𝐸𝐿 = 𝐸𝑥  
 
𝐸𝑇 = 𝐸𝑦  
𝜈𝐿 = 𝜈𝑥  
 
𝜈𝑇 = 𝜈𝑦  
𝐺𝐿 = 𝐺𝑥   
 
𝐺𝑇 = 𝐺𝑦 . 
 
Výpočet je zahájen sestavením matic poddajnosti SI a SII pro jednotlivé materiály. Tyto matice 
jsou čtvercové, velikosti 6 x 6 a jejich obecný tvar pro ortotropní materiál je k nalezení 
v dodatku A. Toto platí pouze v případě rovinné napjatosti. Za podmínek rovinné deformace 
se prvky matice poddajnosti přepočítají podle vztahu 
 
 𝑠´𝑖𝑗 = 𝑠𝑖𝑗 −
𝑠𝑖3𝑠𝑗3
𝑠33
,    𝑖, 𝑗 = 1,2,6 , (25) 
 
kde s´ij jsou prvky přepočítané matice poddajnosti (podmínky rovinné deformace) a sij jsou 
prvky původní matice (podmínky rovinné napjatosti) [9].  
Exponent singularity δ může mít obecně komplexní tvar, ale vzhledem k symetrii mate-
riálových vlastností předpokládáme jeho reálné řešení. Následuje výpočet koeficientů podle 
rovnic (11), které jsou potřeba k sestavení vlastních čísel (8), (9), (10) pro jednotlivé expo-
nenty singularity a materiály. Dále jsou sestaveny matice popisující ortotropii vzorku, geo-
metrii a orientaci vrubu a pomocné matice zpřesňující numerický výpočet. Poté už je možné 
sestavit matici A a rovnici (23). Výpočet exponentu singularity se provede podle vztahu (24). 
Řešení je zobrazeno na Obr. 10 jako průsečík křivky s kladnou osou δ, tzn., řešením jsou dva 
exponenty singularity δ1 a δ2, což je v souladu s odstavcem 3.3, že počet singulárních členů je 
roven n = 2.  
Průsečíky křivky se zápornou osou δ jsou pomocné exponenty -δ1 a -δ2  a slouží 
k určení zobecněného faktoru intenzity napětí. 
 





Obr. 10: Určení exponentu singularity jako průsečíku křivky řešení s kladnou δ. Protože pro-
gram používá Newtonovu numerickou iterační metodu tečen, je pro získání 
přesného nutné zadat počáteční hodnotu, v jejíž blízkosti křivka protíná osu (v 
našem případě delta1=0,9). 
 
Program je doplněn o algoritmus pro určení a vykreslení posuvů a napětí a kód 
k vyexportování dat do souboru.  
 
5.2. Výpočet exponentu singularity pro konkrétní konfiguraci 
Je dána konfigurace vrubu podle Obr. 9, který je složen z ortotropní vrstvy (materiál 1) a or-
totropního substrátu (materiál 2). Budeme počítat exponenty singularity pro různé kombinace 
materiálů. Ve výpočtech předpokládáme rovinnou deformaci. Geometrie vrubu je určena úhly 
ω1 = 90° a ω2 = 180°. Pro materiálové charakteristiky uvedené v odstavci 5.1 pro jednotlivé 
materiály platí: 
 
νx1 = νx2 = 0,3 
νy1 = νy2 = 0,3 
Gx1 = Gx2 = 30 GPa  
 Gy1 = Gy2 = 30 GPa. 
 
V Tab. 1 jsou uvedeny kombinace materiálů, kdy ortotropní vrstvu (materiál 1) kombinujeme 
s pěti různými ortotropními substráty (materiál 2). Výpočet exponentů singularity je realizo-
ván v dolní části Tab. 1. Při výpočtu musí být splněny okrajové podmínky (22) a navíc musí 
pro rozhraní bimateriálu (θ = 0) platit: 
 
 posuvy ux a uy musí mít spojitý průběh 
 
počáteční hodnota 
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 výsledné síly působící po určité křivce Tx a Ty musí mít spojitý průběh 
 
 napětí σyy a σxy musí mít spojitý průběh 
 
 napětí ve směru normály volného povrchu vrubu musí být nulová. 
 
Na rozhraní mají uvedené veličiny spojitý průběh a může se zde vyskytovat zlom, tzn., křivka 
nemusí být hladká. Napětí σxx nemá mít spojitý průběh, neboť průmět jeho směru do normály 




Ex1 [GPa] 100 
Ey1 [GPa] 50 
materiál 2 
Ex2 [GPa] 50 50 50 200 400 
Ey2 [GPa] 400 200 100 50 50 
δ1 0,751 0,626 0,572 0,557 0,573 
δ2 0,929 0,927 0,911 0,926 0,941 
 
Tab. 1: Výpočet exponentů singularity pro jednotlivé kombinace materiálů. 
 
5.3. Vykreslení normovaných posuvů a napětí 
Normovaná napětí a posuvy vykreslíme pro první kombinaci bimateriálu, tj. Ex1 = 100 GPa, 
Ey1 = 50 GPa, Ex2 = 50 GPa, Ey2 = 400 GPa (Obr. 11). Výsledná napětí a posuvy získáme su-
perpozicí dílčích hodnot odpovídajících danému exponentu singularity. Z rovnice (3) víme, že 
napětí je úměrné členu rδ-1. Podle [5] víme, že napětí získáme derivací posuvů podle pro-








Posuv potom získáme integrací napětí podle r. Z toho vyplývá, že posuvy jsou úměrné členu 
r
δ, což odpovídá vztahům v [9] pro napjatost a posuvy.  
V obrázku 11 vidíme, že jsou splněny všechny předpoklady správnosti řešení exponentu 
singularity, tj.: 
 napětí σxx (Obr. 11c) je rovno nule v hodnotě 𝜃 = −𝜋/2, nespojitost nemá vliv na 
správnost řešení 
 
 napětí σxy (Obr. 11d) je rovno nule v hodnotě 𝜃 = −𝜋/2 a v 𝜃 = 𝜋   je spojité 
 
 napětí σyy (Obr. 11e) je rovno nule v hodnotě 𝜃 = 𝜋 a je spojité 
 
 posuv ux (Obr. 11a) je spojitý 
 
 posuv uy (Obr. 11b) je spojitý. 
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(a)  (b) 
 
 




Obr. 11: Průběhy normovaných posuvů a napětí pro jednotlivé exponenty singularity a pro 


















Cílem práce bylo popsat rozložení napjatosti v okolí bimateriálového vrubu. Prvotní 
motivací pro mě byly zajímavosti týkající se vývoje letecké techniky, v níž právě lomová me-
chanika a obecně mezní stavy nachází velké uplatnění. Byla nastudována příslušná literaturu, 
aby mohl být navržen matematický model. 
Vycházíme z Irwinovy koncepce K-faktoru pro trhlinu v homogenním izotropním mate-
riálu a snažíme se ukázat analogii mezi vztahy pro trhlinu a pro vrub. Byl popsán vznik plas-
tické zóny na čele trhliny a vysloven předpoklad křehkého chování zkoumaného materiálu, to 
jest v případě, kdy má plastická zóna malé nebo zanedbatelné rozměry. V případě, že by ne-
měla zanedbatelné rozměry, lineárně elastická lomová mechanika se stává nepoužitelnou.  
Další kapitola pojednává o zobecnění Irwinova vztahu pro obecný singulární koncent-
rátor napětí. Rozložení napětí se řídí exponentem singularity δ, pro něž musí být splněno 
0 < δ < 1. Speciální případem obecného singulárního koncentrátoru je trhlina v homogenním 
izotropním materiálu a její exponent singularity je roven δ = 1/2. 
Následující podkapitola se zabývá mezním stavem stability vrubu. Uvádíme, že trhlina 
se nebude šířit, jestliže bude faktor intenzity napětí podle daného módu zatěžování menší než 
lomová houževnatost. Analogicky lze vyslovit podmínku stability vrubu, kdy zobecněný fak-
tor intenzity napětí při daném aplikovaném zatížení musí být menší než kritická hodnota zo-
becněného faktoru intenzity napětí. Začne-li se z kořene vrubu šířit trhlina, přejde exponent 
singularity na hodnotu δ = 1/2 a mechanismus dalšího šíření je založen na analýze stability 
trhliny.  
Dále byla navržena geometrie vrubu, který se skládá z dvou ortotropních materiálů. 
Matematický model byl nazván Lechnicky-Eshelby-Strohův formalismus. Dominantní roli 
hrají vlastní čísla materiálu, která vystupují ve vztazích pro komplexní potenciály, jejichž li-
neární kombinací je možné vyjádřit příslušné posuvy. Po předepsání okrajových podmínek 
spojitosti napětí a posuvů je možné sestavit matici, jejíž vlastní čísla jsou hledané exponenty 
singularity. 
V poslední kapitole byl programem Maple 12 testován algoritmus, pomocí něhož byly 
vypočteny exponenty singularity a hodnoty vlastních vektorů vstupujících do tvarové funkce 
pro zvolené kombinace daného bimateriálu. Poté jsme pro vybranou kombinaci vykreslili 
normovaná napětí a posuvy pro jednotlivé vruby, kdy pro celkové posuvy a napětí platí prin-
cip superpozice.  
V budoucnu by bylo možné algoritmus rozšířit o určení zobecněného faktoru intenzity 
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7. Seznam veličin a symbolů 
1, 2 indexy odpovídající materiálu 1 a 2 
 
I, II, III módy zatěžování 
 
δ exponent singularity napětí 
 
ΔK rozkmit faktoru intenzity napětí 
 
θ úhel polárních souřadnic 
 
μ vlastní číslo materiálu 
 
σappl aplikované napětí 
 
σcrit kritické aplikované napětí 
 
σij napětí v daném souřadném systému (i, j) pro i = j 
 
σYS mez kluzu 
 
τij (σij) smykové napětí v daném souřadném systému (i, j) pro i ≠ j 
 
ν Poissonova konstanta  
 
ϕ vektor funkce napětí 
 
ω úhel geometrie vrubu  
 
E Youngův modul pružnosti v tahu 
 
G modul pružnosti ve smyku 
 
Hk zobecněný faktor intenzity napětí (k = 1… n) 
 
Hkcrit kritická hodnota zobecněného faktoru intenzity napětí 
 
KIC lomová houževnatost při módu zatěžování I 
 




n počet singulárních členů 
 
r obecný poloměr polárních souřadnic 
 
rp poloměr plastické zóny 
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S matice poddajnosti 
 
sij prvek matice poddajnosti (i, j = 1… 6) 
 
T vektor výsledné síly působící podél určité křivky 
 
u vektor posuvů 
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Dodatek A  
Matice elastických koeficientů 
 
Obecný tvar Hookeova zákona pro anizotropní materiál v kartézském souřadnicovém systému 
















































, (A1)  
 
kde S s prvky sij (i, j = 1, 2 ... 6) je matice elastických koeficientů pro anizotropní materiál, 
která je symetrická vhledem k hlavní diagonále, což znamená, že má 21 nezávislých prvků. 
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. (A2)  
 





































 . (A3)  
 
V případě izotropního materiálu, který má ve všech směrech stejné vlastnosti, se počet nezá-
vislých konstant redukuje na dvě [4], tj. 
 



























































































. (A4)  
 
Reálná funkce komplexní proměnné 
 
Každé zobrazení  𝑓:ℂ → ℝ se nazývá reálná funkce komplexní proměnné. Je to tedy zobra-
zení komplexní roviny z do reálných čísel r, tedy 
 
 𝑟 = 𝑓 𝑧 . (A5)  
 
Lechnicky-Eshelby-Strohův formalismus  
 
Sergej Georgievič Lechnicky 
Profesor Lechnicky byl doktor fyzikálních a matematických věd, nositel Státní ceny. Působil 
jako vedoucí vědecký pracovník na poli teorie elasticity, především elasticity anizotropních 
těles. Graduoval roku 1931 na státní univerzitě v Leningradu, doktorský titul získal na stejné 
univerzitě v roce 1934. Mezi jeho práce patří knihy Stabilita Anizotropních Desek, Teorie 
Elasticity Anizotropních Těles a Krut Anizotropních a Nehomogenních Tyčí. 
 
John Douglas Eshelby  
Vystudoval Bristolskou Univerzitu, kde se ve své diplomové práci zabýval teorií elasticity. 
Poté pracoval na několika vědeckých postech. Na univerzitě v Cambridgi pracoval 
v laboratořích Cavendish. Profesor se stal na univerzitě v Sheffieldu. Byl oceněn Timošenko-
vou medailí v roce 1977. Na jeho počest se uděluje Eshelbyho výroční stipendium. 
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Narodil se v Qeenstownu v JAR. Bakalářský titul získal roku 1945 a o dva roky později i 
magisterský v oboru fyziky a matematiky na Jihoafrické Univerzitě. Poté se přestěhoval do 
Anglie, kde pracoval pod vedením J. D. Eshelbyho na Bristolské Univerzitě. V roce 1953 zís-
kal titul Ph.D. V letech 1954 – 1958 pracoval jako vědecký pracovník a přednášel fyziku, než 
se přesunul na univerzitu MIT v Massachusetts, kde působil jako profesor v oboru mechaniky 





Diferencovanost v oboru komplexních čísel je ekvivalentem harmoničnosti, tzn., že každá 
funkce u je harmonická, je-li řešením Laplaceovy rovnice 
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 ∆𝑢 = 0, (A6)  
 














Biharmonická rovnice je parciální diferenciální rovnice čtvrtého řádu. Její využití je přede-
vším v mechanice kontinua a v aplikacích LELM. Zapisujeme ji jako 
 
 ∆∆Φ = 0, (A7)  
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